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Neste trabalho, abordamos os fundamentos da Teoria da Relatividade Restrita, comegando com uma revisao das
Transformagoes de Lorentz e sua interpretacdo geométrica. Em seguida, discutimos por que a métrica no espago-
tempo deve ter uma assinatura ndo Riemanniana para garantir o primeiro postulado da Teoria da Relatividade.
O artigo visa preencher uma lacuna didética no ensino da Fisica, oferecendo uma compreensao sélida dos conceitos
essenciais da Teoria da Relatividade para estudantes de graduagio e pds-graduagdo.
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In this work, we address the fundamentals of Special Relativity, starting with a review of Lorentz
Transformations and their geometric interpretation. We then discuss why the metric in spacetime must have
a non-Riemannian signature to ensure the first postulate of the Theory of Relativity. The article aims to fill a
didactic gap in the teaching of Physics by providing a solid understanding of the essential concepts of Relativity

Theory for undergraduate and postgraduate students.
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1. Introducao

Uma das bases da Fisica Cléassica é o conceito de
realidade objetiva, ou seja, de que o objeto existe além da
observacao. Em outras palavras, o observador nao afeta
a realidade fisica, o que permite uma descrigdo comple-
tamente equivalente entre dois observadores [I, 2.

Uma consequéncia imediata disso é que as velocidades
sdo nogoes relativas, ou seja, dois observadores nao
precisam concordar com as velocidades de um objeto [3].
Por exemplo, imagine uma pessoa dentro de um trem e
outra pessoa do lado de fora. Para a primeira pessoa,
a mochila em seu colo estd parada, ou seja, v = 0.
Contudo, para quem esta do lado de fora, a mochila se
move com a velocidade do trem, logo, v # 0.

No entanto, nem tudo é relativo; na realidade, a Fisica
se manifesta em quantidades invariantes ou absolutas,
como ¢ o caso das forcas e aceleragdes envolvidas.

Com base nisso, Newton formulou a Mecénica New-
toniana, centralizada no principio fundamental da diné-
mica [4], o qual para massa (m) constante é dado por

— 2
ﬁ:@:mﬂ:md, (1)
dt dt?

em que F' é a soma de todas as forcas que agem sobre
o sistema, p é o momento linear, @ é a aceleracdo e
7 = (z,y,2z) é o vetor posicio dado em coordenadas

cartesianas.
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Seja um referencial S’, com coordenadas (z/,y’,2') e
que meca um tempo t’, que se mova com velocidade v
constante em relagdo a um referencial inercial S. A co-
nexao entre as coordenadas e tempos desses referenciais
é feita via Transformagoes de Galileu [5],

¥ = x—ut, (2)
y' =y, (3)
2 =z, (4)
t =t (5)

Um fato importante da equacao[l]é de a mesma é invari-
ante sob tais transformacoes, uma vez que @’ = d. Diante
disso, diz-se que a Mecanica Newtoniana é covariante sob
tais transformagoes.

Um ponto crucial na Mecénica Cléssica é a maneira
como medimos distancias entre dois eventos, ou seja,
as distancias entre duas posi¢oes. Quando temos dois
eventos, digamos A e B, que estdo suficientemente
préximos, a distdncia entre eles é calculada por meio
do elemento de linha

di* = da® + dy? + dz*. (6)
Essa expressao pode ser resumida usando uma ferra-
menta geométrica chamada métrica, denotada por 6;; =
dzag(+1,+1,+1) Aquia mi = ($1,$2,1’3) = (Z,y,Z)
representa as coordenadas, e a expressao da distancia
pode ser reescrita de forma mais compacta como

dl2 = 5ijd$id$j, (7)
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em que indices repetidos indicam uma soma, segundo a
notacdo de Einstein. A matriz ¢;;, chamada de métrica
euclidiana, apresenta uma caracteristica fundamental:
a assinatura (sinal das componentes) é uniforme para
todas as coordenadas.

Contudo, com o advento da Teoria Eletromagnética,
baseada nas quatro equagoes de Maxwell, percebeu-se
trés coisas intrigantes [I1 2] [6]:

1. As equagdes de Maxwell ndo sdo covariantes sob
as Transformacoes de Galileu;

2. A forga associada aos campos elétrico e magnético
(forga de Lorentz), depende diretamente da velo-
cidade;

3. Ao desacoplar os campos elétrico e magnético nas
equagoes de Maxwell obtém-se equacoes de ondas
que se propagam com velocidade igual a da luz.

Diante disso, uma escolha precisava ser feita: ou a
Mecanica Newtoniana (e a Gravitacdo) deveriam ser
reformuladas, ou o Eletromagnetismo necessitaria de
corregdes [5]. Einstein tomou uma decisdo e optou
por modificar a Mecénica, preservando certos aspectos,
como a necessidade de que referenciais inerciais fossem
indistinguiveis [7]. A catarse dessa revolugdo gerou a
Teoria da Relatividade Restrita, que é o foco deste texto.

O cerne da Teoria Restrita de Einstein se resume a
dois postulados, que podem ser enunciados da seguinte
forma [2]:

1. Todos os referenciais inerciais (nio acelerados) sao
equivalentes;

2. A velocidade da luz no vicuo tem o mesmo valor
¢ (~3-108m/s) em qualquer referencial inercial.

O primeiro postulado garante que nenhum referencial
inercial é melhor do que outro, de modo que nao ha
um referencial privilegiado, tornando o movimento algo
puramente relativo para o observador. Este postulado
é completamente razoavel, pois mantém o principio
galileano. Por outro lado, o segundo postulado nao é
intuitivo e é aceito como um fato experimental [3].

Para que ambos os postulados sejam satisfeitos,
Einstein precisou atribuir ao espaco e ao tempo um
papel ativo sobre os eventos, em vez de consideréd-los
apenas como um palco para os mesmos, como Newton
pensava [3]. Além disso, a Teoria de Einstein nédo apenas
atribui papéis ativos ao espago e ao tempo, mas também
os concebe nao mais como entidades distintas, e sim
como dois aspectos diferentes de uma tunica entidade
denominada espago-tempo [6].

Na Teoria da Relatividade Restrita, uma ideia crucial
é a métrica do espago-tempo, conhecida como Métrica de
Minkowski. Essa métrica é representada por uma matriz
quadrada, nn = diag(—1,+1,4+1,+1), no caso de trés di-
mensoes espaciais e uma dimensao temporal [5]. Mesmo
que espago e tempo sejam tratados de forma equivalente,
ha uma diferenca na estrutura deles, evidenciada pela
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assinatura da métrica que nao é uniforme como no caso
da métrica euclidiana.

Surpreendentemente, este ponto ¢é frequentemente
aceito sem muita discussdo tedrica ou demonstracao
matematica em sala de aula. Mesmo em livros-texto
padrao [5] [T, 8], a explicagdo sobre o assunto costuma
ser omitida, criando uma lacuna no entendimento que
precisa ser preenchida.

Neste artigo, buscaremos esclarecer este assunto de
forma a contribuir com o cendrio educacional no con-
texto do ensino de Fisica, para que estudantes de
graduacao nas disciplinas de Fisica Moderna ou Relati-
vidade e ingressantes na pos-graduagdo possam adquirir
uma formagcao mais abrangente e aprofundada sobre os
fundamentos da Teoria da Relatividade Restrita.

Este artigo esta organizado da seguinte forma: na
secao realizamos uma breve revisdo das Transfor-
magoes de Lorentz, com destaque para a discussdo da
interpretacdo geométrica dessas transformacoes em um
diagrama de espago-tempo. Na secdo [3] detalhamos as
razbes pelas quais a métrica na Relatividade nao pode
ser Riemanniana, ou seja, deve possuir uma assinatura
distinta quando comparadas as coordenadas espaciais
com as coordenadas temporais, a fim de assegurar o
primeiro postulado. Por fim, apresentamos as conclusoes
na tultima secao.

2. As Transformacoes de Lorentz

Uma vez que as Transformagoes de Galileu necessitam de
uma corre¢io, procurou-se um conjunto de transforma-
¢Oes que conectassem as coordenadas de dois referenciais
inerciais. Essas transformacoes sdo conhecidas como
Transformacoes de Lorentz, em homenagem a Hendrik
Lorentz, que as derivou muito antes de Einstein, embora
com um propésito diferente [6]. Lorentz inicialmente
procurou um conjunto de transformagoes que tornassem
as equacoes de Maxwell covariantes. No entanto, ele nao
considerou que t’' representasse o tempo fisico medido
pelo outro observador, mas sim um tempo auxiliar, uma
ferramenta matemadtica. Somente com a mudanca de
paradigma, Einstein redescobriu essas transformagoes e
reconheceu seu significado fisico fundamental.

Nesta secao faremos uma simples demonstracao das
Transformacgoes de Lorentz e realizaremos uma interpre-
tagdo geométrica das mesmas em diagramas de espaco-
tempo.

2.1. Derivagao

Pelo primeiro postulado néo existem referenciais inerci-
ais privilegiados e, portanto, o espago-tempo deve ser
homogéneo e isotropico. Matematicamente isso indica
que a relacdo entre os referenciais deve ser linear e global,

t'" = At + Bz, (8)
¥ = Cr+ Dt, (9)
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consideraremos que o0s eixos y e z sdo ortogonais a
dire¢do de movimento. Seja um evento P = (¢,0,0,0),
assim t' = At e ' = Dt, como da'/dt’ = —v, obtém-
se que D = —vA. Analogamente, para um evento P’ =
(t',0,0,0), obtém-se D = —vC, portanto A = C,

t' = A(t+ BA 'x), (10)
¥ = A(x —vt). (11)

Para a fixacao de A e B consideremos que os referenci-
ais S e S’ iniciem da mesma origem e no mesmo tempo,
isto é, x =2’ =0et =1t =0, a partir do qual um pulso
luminoso esférico é emitido. A esfera de luz é tal que se
move com velocidade ¢ e em um intervalo ¢ sua equacao
em S é dada por [9]

2?4 y% + 2% = A2, (12)

embora S e S’ ndo concordem com as posi¢oes e tempos,
a esfera de luz é a mesma, pois possui realidade objetiva,
nesse sentido, obtemos [5], [10]

22— 2 = 2% — P, (13)
como as coordenadas x e t sdo independentes, através de
manipulagdes algébricas obtemos A = y(v) e BA™! =
—v/c?. Assim,

¥ = y() (z —vt), (14)
t/
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a esse conjunto de transformagoes e ¢y =y, 2’ = z, dé-se
o nome Transformagoes de Lorentz |11} [12)].

Note que tais transformagdes levam as Transformagoes
de Galileu no caso em que v < ¢, ou seja, para baixas
velocidades, a Mecanica Newtoniana é suficientemente
precisa, sendo este o seu regime de validade [8].

2.2. Consequéncias fisicas das Transformacgoes de
Lorentz

Das transformacoes de Lorentz derivam-se trés con-
sequéncias imediatas: i) a contragdo dos comprimentos,
ii) a relatividade da simultaneidade e iii) a dilatagdo do
tempo. Embora a discussao dessas consequéncias nao se
configure como parte essencial no objetivo do trabalho,
por um aspecto didatico e para tornar o texto completo
para estudantes, sobretudo de graduagao, faremos esta
discussao.

Em todas as consequéncias convenciona-se definir S
como sendo um referencial inercial e S’ um outro que se
mova com velocidade v em relagdo ao primeiro.

2.2.1. A contragao dos comprimentos

Seja uma barra, cujo comprimento em repouso seja igual
a lg, que se mova com velocidade v para a direita em
relagao a S. Nesse caso, S’ serd um referencial que se
move junto & barra. Sejam 1z} e x as medidas das
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extremidades da barra em S’. Analogamente, S mede
as extremidades com x1 e xo, que sao relacionaveis via
Transformacoes de Lorentz,

zy = (v)(z1 —vt), (16)
zy = y(v) (w2 — i), (17)

sendo a diferenca a2} — zf, = lp pelo enunciado e [ =
21 — xo 0 comprimento medido em S,

lo =) (x1 — 22) = y(v)l, (18)

fazendo com que [ < lg, isto é, o comprimento medido
em S seja menor do que o comprimento medido em
S” [B]. A tal fendmenos da-se o nome ‘contragdo dos
comprimentos”.

2.2.2. A relatividade da simultaneidade

Sejam dois eventos simultdneos em S, isto é, t; = ta.
Devido as Transformagoes de Lorentz,

v
fo= ) (b - o), (19)
v
ty = A(v) (12— 5a2). (20)
assim, em S’ os eventos estao separados por ] — th,
/ ! v
1] —th = —fy(v)g(xl — 3), (21)

fazendo com que t] # t} e, portanto, eventos simultaneos
em S ndo sdo simultneos em S’ [§].

2.2.3. A dilatagao temporal

Por fim, consideremos dois eventos que ocorram no
mesmo ponto espacial em S (x7 = z2) mas separados
por um tempo A7 =ty — t1, por exemplo, duas batidas
sucessivas do coracdo de uma pessoa. Assim

to= ) (b - o), (22)
ty = y(v) (tz - C%xl) ) (23)

assim, é imediato que [13]
At = ~y(v)AT, (24)

e, portanto At’ > Ar, fazendo com que o tempo passe
mais devagar para um referencial em movimento [5].
A este fendmeno dé-se o nome de dilatagdo temporal.

2.3. Interpretacdo geomeétrica

Uma caracteristica notavel ao realizar uma rotacao de
eixos no plano é que os eixos rotacionam na mesma taxa
e na mesma direcao, garantindo que os eixos ortogonais
sejam mapeados em outros eixos ortogonais [I1].

Em um diagrama de espago-tempo sujeito as trans-
formagoes de Lorentz, é de interesse entender o que
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acontece com os eixos em S’. A forma mais simples de
visualizar isso é a partir das préprias transformagoes.
Observe que o eixo ct é tal que = = 0, analogamente, o
eixo ct’ deve ser tal que 2’ = 0. Assim,

Eixo ct’: ct = B~ 'z, (25)

em que 8 = v/c. Entrementes, o eixo 2’ é tal que ct’ = 0,
portanto,

Eixo z': ¢t = Sz, (26)

como o coeficiente angular indica a inclinagdo da reta,
podemos representar os eixos de S’ no diagrama de S.
O resultado, ilustrado na Fig. [T} indica que os eixos
transformados ndo sdo mais ortogonais entre si, mas se
aproximam pelo mesmo fator do cone de luz, que é a
bissetriz entre os eixos [§].

3. A assinatura da métrica

Embora a representagao grafica dos eixos coordenados
(Figura [1]) parega indicar que os eixos do referencial S’
nao sejam ortogonais entre si, é importante destacar que
esse efeito viola o principio da equivaléncia entre referen-
ciais inerciais. Isso se deve a possibilidade de determinar,
através desse angulo, uma velocidade absoluta para o
referencial.

Uma maneira adequada de representar as Transforma-
¢oes de Lorentz é via matrizes [I], sendo 8 = v/c,

ct’ 1 =B\ [ct ct
(3)=2( T)E) () e
nessa representacio, A(v) é invertivel para todo valor de
v. Embora a discussdo a seguir seja feita considerando

X

Figura 1: Interpretacdo geométrica das Transformacdes de
Lorentz.
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cAt
..

=>

Ax

Figura 2: Vetor A7 no diagrama de espaco-tempo.

apenas as coordenadas ct e x, a mesma pode ser
estendida para espacos-tempo de dimensao arbitraria.

Seja o espaco formado por ¢ e Z, vetores unitérios
nas direcoes temporal e espacial, respectivamente. Entao
dois eventos podem ser representados por um vetor A7,
como ilustra a Fig. 2}

O vetor A7 pode ser representado matematicamente
em termos de suas coordenadas,

Af=cAti+Azd=(i 2) (ﬁ)’ (28)

contudo, esse vetor possui realidade objetiva e, portanto,
deve ser o mesmo independentemente do observador, ou
seja, AT = Af. Portanto,

o o [ CAY L [cAt

2 (Ax') =(t 2) (Am) , (29)
fazendo com que as componentes do vetor se transfor-
mem com a matriz de Lorentz A(v), equagdo [27] assim

(# ') Av) (X‘j) = 2) <CAA;) : (30)

Diante disso, podemos obter uma expressao para a
transformagao dos vetores unitarios,

(L) =20 (). @1

sendo A~ (v) = A(—v) a inversa das Transformagdes de
Lorentz, como esperado, afinal o vetor ndo pode se trans-
formar sob mudanga de referencial. Matematicamente os
vetores unitarios sao tais que,

' = () (t+52), (32)
& = y(v) (&4 pt), (33)

assim, o produto escalar ¢’ -2’ = 0 fornecerd a implicacao
para que os eixos em S’ sejam ortogonais. Calculando
diretamente obtemos

E/ -,f,‘l = O — ’yQ<’U> (f—f— ﬁﬂ?
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~

como t-& =0 e y(v)# 0, temos que

S

t-t=—i-z, (34)
demonstrando que a geometria do espago-tempo difere
essencialmente da geometria puramente espacial, isto é,
Riemmaniana.

Consideremos eventos infinitesimalmente préximos, o
elemento de linha ds? pode entéo ser construido como

ds®> = dr-dr¥ ;
@) e
(cdt dz) (;) (7 #) (2‘?) : (35)

o produto das duas matrizes centrais necessariamente
deve ser uma matriz quadrada de ordem 2,

0= (25 23)=ea (T ).

assim, a matriz ndo é unicamente determinada, ela
depende do sinal que se convencione para o produto

% [14]. Em geral, toma-se este produto como sendo
igual a +1 e, portanto,

= (3 1) (37)

assim, a assinatura da métrica na Teoria da Relatividade
mostra que, embora espaco e tempo sejam colocados
em pé de igualdade, suas estruturas geométricas sdo
distintas, para que o primeiro postulado néao seja violado.
A matriz n é denominada métrica de Minkowski e, com
ela, o elemento de linha torna-se [6]

SIS N
o~y Th>

ds* = —c2dt* + da?, (38)

de modo que o espaco de Minkowski é um espago
pseudoeuclidiano, sendo este um resultado consagrado
da Teoria da Relatividade Restrita. O termo “pseudo”
é empregado devido & métrica nao ser positivamente de-
finida [I1], como no caso euclidiano, dado pela equagéo@

4. Consideragoes

Neste artigo, exploramos alguns dos conceitos funda-
mentais da Teoria da Relatividade Restrita, com foco nas
Transformacdes de Lorentz e na assinatura da métrica
do espaco-tempo.

Através de uma andlise detalhada e matematicamente
simples, destacamos que a aparente nao ortogonalidade
dos eixos transformados no referencial S’ desafia o
principio da equivaléncia entre referenciais inerciais,
indicando que espaco e tempo nao sao totalmente equiva-
lentes e que essa diferenciagao se manifesta na assinatura
da métrica, n = diag(—1,+1,+1,+1).

Em 1ltima analise, nosso objetivo foi preencher uma
lacuna didatica, proporcionando uma compreensao mais
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profunda dos fundamentos da Teoria da Relatividade
Restrita. Esperamos que estudantes de graduagao e
pds-graduacdo em Fisica possam se beneficiar deste
estudo, adquirindo uma base sélida para explorar as
complexidades da Relatividade e suas implicagoes na
Fisica Moderna.
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